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λ + 2µ λ λ 0 0 0
λ λ + 2µ λ 0 0 0
λ λ λ + 2µ 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0









{σ} = D {ε}
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D = ϕ(V )
E(1 − ν)




















1−ν 1 0 0 0
0 0 0 1−2ν2(1−ν) 0 0
0 0 0 0 1−2ν2(1−ν) 0



















































































¹»¸ úÇ8<; ¼È"Ü¹µ¶·¼±´³>z {ε} = Bu
DBu
Â"¼OÈÈÁ³m¼O±Ç ¹»¸~ú
ÂË¼±µÈ¹O¶·±µÁ>³>z {σ} = DBu = D {ε}
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x(t + h) = x(t) + hẋ(t + h) = x(t) + ∆x
















∆ẋ = hẍ(t + ∆t) = h
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ÈÁ	¼³yÂË¼%""ÔÁ
¾·Áa;¹»¶·µÔ§µÉ#" ¸Dµ ù Î±Á"¸ µÁ"±%ÁËú¤µÈ¹O¶·ÈÁ
¾½¹a; ¼O¶Æ³¸~±~ÁÔµÈÄ¹»±³°; ¼È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Ì ´1ºc¶Îûyÿ4¶Îû U«¹a¿¬´ºc¶¼5·eÍ8¾ ¶·F´1º
Å¸~Á¾Æ¹ µÈÄ¹»±³°; ¼È"Ü¹µ¶·¼±
È¶+/O¶ÆÇ ÁyÂË¼ÈÈÁ>³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¹O³³¹O±µA¹O³ºÇ~¶·ÈÁ>ÂË¯µÁ	" Á"±µÔÇ Á
¾3 "¾½Á#" Á>±µ Ç8<; ¼È"







¿¼O¸~È µÈ¼O¸´þOÁ"È ¾½¹%Ç8#; ¼OÈ5" ¹»µ¶½¼O±Ç~Á
¾e3 >¾I	" Á"±µ Ç<; ¼OÈ5" þÁ"ÈÄ³y¾e3 >¾I	" Á"±µ ¹O¸ÈÁ#¼³	1¼±ô´¹³³Áa¹»ÈÔ¸~±"¾+#" Á>±µ¸~±~¶·µ¹O¶·ÈÁ ù ¿¼O¸~È¸~±ÜµÁËµÈÄ¹0*Ç ÈÁÅ¸~Á"¾ÆÂË¼±´Å¸~Á6¾½¹o"Ü¹µÈ¶ÆÂËÁ
A
Ç Á>´¹O³³¹6/OÁ|þÁ"ÈÄ³¾½Á®µÁ"µÈÄ¹0*Ç ÈÁº¸~±~¶·µ¹»¶½ÈÁw ÈÁ#´È³Á>±µ5M-H/O¸~ÈÁ û~ùýü xÁ>³µz
A =
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«J§ 2 ÂË¾Æ¹O³³¶ÆÅ¸~ÁºÅ¸~¶5±ÂËÁ³³¶ µÁ¾e3 ¶½±¤þOÁ"ÈÄ³¶·¼±
Ç Á¾Æ¹&" ¹»µÈ¶½Â"Á)x ùª²¾T;¹»¸ µ ¹»¸´³³¶±~¼»µÁ"È Å¸~Á
³¶Â"ÁËµµÁDµÈ¹O±´³m; ¼6"Ü¹µ¶·¼±;ÁËú ¶½³µÁ
Á"±Â>¹O³o/6"± "ÈÄ¹»¾\¼O¸´È Ç Á³µÁËµÈÄ¹0*Ç ÈÁ>³	+Á"¾½¾½Á±P3 ÁËú ¶Æ³3µÁ>¹O³$¼O¸~È®Ç~Á>³="¾+#" Á>±µÄ³A&~¾½¸´³|Ç Á±~¼¤Á"¸Ç~³ ù
ûOû n !6(
Ë8²+±
Ì ´1ºc¶Îûyÿ4¶Îû U«¹a¿¬´ºc¶¼5·eÍ8¾ ¶·F´1º
¿¼O¸~È Á"úµÈ¹O¶·ÈÁ¾½¹%È¼»µ¹»µ¶½¼O±(ÁËµÜ¾½¹bÇ8#; ¼OÈ5"Ü¹µ¶½¼O±QÇ ÁJÂËÁ"µµÁ]"Ü¹»µÈ¶½Â"ÁAÇ~Á]¹O³³¹6/OÁ6§.µ5"y¸Dµb¸ µ¶·¾½¶Æ³ÁJ¸~±´ÁÇ8ÂË¼6"¼³¶ µ¶·¼±ô¼O¾Æ¹»¶½ÈÁ%¾·¼¸~ÈÇ~Á
Á>±<Â>¹»¾ÆÂË¸~¾ ù ¨®¼O¸³~È¼%¼³¼±´³ÔÇ43 ¸~µ¶½¾·¶Æ³Á>ÈÜ¾½¹«;¹OÂËµ¼È¶Æ³¹»µ¶½¼O±Ç~ÁÍÃ´¼O¾½Á>³ªÀÉÁ>¹»¸ÂË¼O¸ ~¾½¸´³|ÈÄ¹0´¶½Ç Á ù
p ">òñö ðG±, Ñ.Á>È³¶·¼±
¹O±´¹»¾½Àµ¶ÆÅ¸´Á¸~µ¶½¾·¶Æ³¹O±µ®¾½¹ Ç8ÂË¼6"¼³¶ µ¶·¼±Ç~Á ÍÃ~¼O¾½Á>³ª¤À
÷øfùLúfûUüUùdý9þKÿ þUÿ{ÿ	

etat  úGùBûù R(etat)(global)  ε(etat)(global) 
|
| A ¾ É7Ã«¿OÀQÁ~À<Ã º~ÄOÅ¾PÆB¾ Ç ÀDÉÉÀ<Ê ¾PÆ¾ ¿1ËÌB¿OÌ!Á ¾	Í Ã Æ À Í É ¼Í ÌÃDÀ<Ã ½D¾<º ÉP¿1ËÌB¿OÌ!Á ¾	Í Ã ¼ÍÄ ÃDÀ Ä!ºD¾
| Ð Ì Å» Á Ç^» É ¾<º A ¾ÍÑ¼Í^¾PºD» ÃDÀ<Ã Ä	»	Í R ¾ Ã ¼ÍD¾\Æ ÌOÏ »<º ÁäÀ<Ã Ä	»Í°Ç¼BºD¾ U Ò A = RU
| ÓOÍÑ¼ Ã Ä ¿ Ä ÉÀ Í ÃÑ¿OÀ Æ Ì Å» Á Ç^» É Ä Ã Ä	»Í ÆB¾ Ö » ¿ ¾ É Ò
| ÔdÕ  » Ã »	Í É! ¼^¾ AT A = UT RT RU = UT U
| ÙKÕ " »¼Bº A Å À ºº Ì ¾PÆ Ì<Ï ÄGÍÄ	¾°ÇD» É Ä Ã ÄG½D¾ Ú Ç À º Ö » ¿ ¾ É# Ò
| UT U = AT A = LLT »$ L ¾ É7Ã\Ã º~Ä À Í Ê ¼ ¿<À Ä!ºD¾\ÄGÍ ÏBÌ ºäÄ	¾¼BºD¾













U = LT =


1 + εx γxy γxz
0 1 + εy γyz
0 0 1 + εz




























RRT = RT R = I
.
• RRT = AU−1(AU−1)T = AU−1U−T AT = A(UT U)−1AT = A(AT A)−1AT = AA−1A−T AT = I









⇒ contradiction Yz/587PJ R (A93>6*-7D(E')58>GF8>H2B587PY
{xúUþ}|túMû~ ~
tLúfýÿ¡ü1ýBû
" º Ì Å ÀB¿ ¼ ¿ Ò
| Ö ÀB¿ Å!¼ ¿ ¾<º ¿OÀÂÁ~À<Ã ºäÄOÅ¾PÆB¾Èº~Ä Ê Ä!ÆäÄ ÃDÌ Æ¼ Á~ÀÃDÌ º~Ä À ¼ Ò D = fonction(E, µ, V )
| Óc% Ã º À Å Ã Ä	»Í- × ºD¾	Ç^» É Ú R(repos)(global) Ú ε(repos)(global) Ø
 Å  À! ¼^¾°Ç À^É ÆB¾ Ã ¾ Á Ç É Ò
| Óc% Ã º À Å Ã Ä	»Í- × Æ Ì<Ï »<º Á~Ì Ú R(deforme)(global) Ú ε(deforme)(global) Ø
|  À!Á ¾Í^¾º ¿ ¾ É Å»»<ºÆB»ÍÍ Ì ¾ É ÆB¾ É Ç^»^ÄGÍ ÃäÉ Æ Ì<Ï »<º Á~ÌDÉ Æ À Í ÉP¿ ¾	¼Bº\ºD¾Ç=<ºB¾ ¿ »^Å ÀB¿|Ò
| x(deforme) = R(global)(deforme)x(global)
| Ö ÀB¿ Å!¼ ¿ ¾<º ¿OÀÂÁ~À<Ã ºäÄOÅ¾PÆB¾Èº~Ä Ê Ä!ÆäÄ ÃDÌ Æ¾ ¿1ËÌB¿OÌ!Á ¾	Í Ã Æ À Í ÉP¿ ¾\ºB¾Ç=<ºD¾ ¿ »^Å ÀB¿|Ò
| B(deforme) = fonction(x(deforme))
| Ö ÀB¿ Å!¼ ¿ ¾<º ¿ ¾ É°Ï »<ºÅ¾ É Æ À Í ÉÈ¿ ¾\ºD¾	Ç=<ºD¾ Ê^¿ » ÀB¿|Ò
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¹»±µv%" Á>³ ùÍÁËµµÁ}³¶+"&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Ni = ai + bix + ciy + diz
³¼O±µ|¾·Á³®³¸~¶·þ¹O±µz
b1 = −cydz b2 = −cydz b3 = 0 b4 = 0
c1 = (cxdz) − (bxdz) c2 = cxdz c3 = dzbx c4 = 0
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linéaire
notre méthode
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ù Ï+Á>³>; ¼±´Â/µ¶·¼±´³ÌÇ43 ¶½±µÁ>È¼O¾Æ¹µ¶·¼±%³¼O±µÇ Á ¾½¹; ¼OÈ5" Áz
Ni = ai + bix + ciy + diz
ù
g # p ÕÅ<Ço Ûì# <Å<]ã$ÇÅ¬Õ¨
N1 =
(y2 − y3)x + (x3 − x2)y + x2y3 − x3y2
−x2y1 + x3y1 + x1y2 − x3y2 − x1y3 + x2y3
(en 2D)
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1 1 1 1
x1 x2 x3 x4
y1 y2 y3 y4


































a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3
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b1 0 0 b2 0 0 b3 0 0 b4 0 0
0 c1 0 0 c2 0 0 c3 0 0 c4 0
0 0 d1 0 0 d2 0 0 d3 0 0 d4
c1 b1 0 c2 b2 0 c3 b3 0 c4 b4 0
0 d1 c1 0 d2 c2 0 d3 c3 0 d4 c4









g mÔ a <ã{z $ ä×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§±µ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3, x1x2, x2x3, x1x3
} ù
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1 1 1 1
xa xb xc xd
ya yb yc yd


















xa − xb ya − yb za − zb
xa − xc ya − yc za − zc
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w ø  ÿ     9 x w    (  ø  û xw (  ø  ÿ  ü x w ÿ     (  ! xw ø  û  ü  9 x w    9  !  û xw ü  ÿ  !  9 x w !  (  ü  û xw ø  ü  ÿ  9 x w    !  (  û x
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1−ν 1 0 0 0
0 0 0 1−2ν2(1−ν) 0 0
0 0 0 0 1−2ν2(1−ν) 0



















17114.1 16443 16443 0 0 0
16443 17114.1 16443 0 0 0
16443 16443 17114.1 0 0 0
0 0 0 335.57 0 0
0 0 0 0 335.57 0
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x − c′xd′y + b′xd′y − b′xc′y =
−1.1
d3 = −d′yb′x = 0




















b1 0 0 b2 0 0 b3 0 0 b4 0 0
0 c1 0 0 c2 0 0 c3 0 0 c4 0
0 0 d1 0 0 d2 0 0 d3 0 0 d4
c1 b1 0 c2 b2 0 c3 b3 0 c4 b4 0
0 d1 c1 0 d2 c2 0 d3 c3 0 d4 c4


















−1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1.1 0 0 0 0 0 1.1 0 0 0 0
0 0 −1.1 0 0 0 0 0 0 0 0 1.1
−1.1 −1 0 0 1 0 1.1 0 0 0 0 0
0 −1.1 −1.1 0 0 0 0 0 1.1 0 1.1 0







































































































































































































































































































































bx − ax cx − ax dx − ax
by − ay cy − ay dy − ay

























































b′x − a′x c′x − a′x d′x − a′x
b′y − a′y c′y − a′y d′y − a′y
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